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nتز اس یک ٍ  ػذدی قجیؼی ثشرگp  ِػذدی اٍل است کn p| 1  ٍp n| 3 p4. ًطبى دّیذ 1  هزثغ کبهل است. 3
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ABC ،Aدر هثلث  ی هحیكدی   هزکدش دایدزُ   O1را در ًظز ثگیزیذ. فزؼ کٌیدذ   BCخف  رٍی پبرُ Dی هتغیز  . ًقكِ 060

 هثلث  ی هحیكی  ٍ هزکش دایزُ Mرا  BO1  ٍCO2ثبضذ. هحل تقبقغ  ACDی هحیكی هثلث  زُهزکش دای  ABD  ٍO2هثلث 

DOO1  گذرد. ی هی ی ثبثتی در غفحِ اس ًقكِ MNًبهین. ثبثت کٌیذ خف  هی Nرا  2
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ػذد  79کن  ضبهل دست ّب دٍی ایي ستبرُ ّبی دٍثِ کْکطبى راُ دٍغی )!( ثیص اس یک هیلیَى ستبرُ دارد. ًطبى دّیذ، ّز لحظِ، فبغلِ

 ی فزؼ کٌیذ.( هتوبیش است. )ّز ستبرُ را یک ًقكِ
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 ی قزار دارد.  تؼذادی هْزُ n2ّبی یک جذٍل  در ثزخی خبًِ
 یکی سوت راستص ٍ یب  ی در خبًِ آى خبرج کٌین ٍ در ػَؼ یک هْزُ  ی اس َاًین دٍ هْزُت ذ، هیدی ثبض ای ثیص اس یک هْزُ اگز در خبًِ

 اش قزار دّین. ی ثبلایی ی در خبًِ هْزُ
 

 
 

ی ثدِ   کزد کِ یک هْدزُ  جب جبثِّب را قَری  تَاى هْزُ ی در جذٍل ٍجَد داضتِ ثبضذ. ثبثت کٌیذ هی هْزُ n2 کن دستفزؼ کٌیذ کِ در اثتذا 
 ی اًتْبیی کِ در ضکل ثب ستبرُ هطخع ضذُ است، ثزسذ.  خبًِ
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A  ٍBCُی ٍ  یک قكز دایزXY  ٍتزی ػوَد ثزBC  است. ًقبـP  ٍM ت رٍی دیدثِ تزتXY  ٍCY ای  ّب ثِ گًَِ ذاد آىتدیب اه 

CYاًذ کِ زار گزفتِق       PB  ٍCX MP  هحل تقبقغCX  ٍPB  راK ًبهین. ثبثت کٌیذ هیPB MK. 
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fتوبم تَاثغ  xرا ثیبثیذ کِ ثزای ّز  : y,، 

x y f f x y x f f x f y( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ))2 

 هجوَػِ اػذاد حقیقی هثجت است )تَجِ کٌیذ کِ غفز ػذدی هثجت ًیست.(  هٌظَر اس 
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pٍ  اسددتػددذدی اٍل  pحددل اٍل. اثتددذا دقددت کٌیددذ کددِ اس آًجددب کددِ      راُ n n n( )( )21 pپدد    1 n( ٍ یددب 1(

p n n2 pاگز  1 n p، ثبیذ  1 n nی  زف دیگز قجق فزؼ هسئلٍِ اس ق 1 p nٍ ثٌبثزایي 1 p    . پ  ایي1

pاهکبى ًذارد ٍ در ًتیجِ حبلت  n n2 1. 

n p pٍجَد دارد کِ  t، پ  ػذد قجیؼی 1 tn tکٌین  ادػب هی 1 n  داًین: هی 1

p n n tn n n tn n n tn

tn n t n tn n t( )

2 2 21 1 1 1 1 1

1 1 1 1
 

tnگیزی ثب استفبدُ اس لن اقلیذس ٍ ثِ ایي دلیل است کِ  کِ آخزیي ًتیجِ n n( , ) ( , )1 1 n. حبل اگز 1 t n1 غدفز   1

tnًیست ٍ لذا  n t1 n. ثزای 1 t1 :دٍ حبلت دارین 

n t n tn n t n

n t t tn t n t( )

1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 

tکِ ّز دٍ تٌبقؽ است. پ .  n  حبل دارین:1

t n p tn n n p n n n( )2 2 21 1 1 4 3 4 4 1 2 1 

p4پ    هزثغ کبهل  است.3

pکٌیذ کِ. حل اٍل است. حبل فزؼ حل هطبثِ راُ حل دٍم. اثتذای راُ راُ n n2 n  اسآًجبکِ 1 p ضدَد   یبفت هدی  kػذد قجیؼی  1

pکِ  kn nهَجَد ثبضذ کِ   t. پ  ثبیذ ػذد قجیؼی1 n kn t( )2 1 . ثب در ًظدز گدزفتي دٍ قدزف ػجدبری اخیدز ثدِ        1

t(nی گیزین )ثِ پیوبًِ ًتیجِ هی  nپیوبًِ tضَد کدِ   یبفت هی s، پ  ػذد غحیح ًبهٌفی  1 sn s. اگدز  1 ُ ثبضدذ،   0   آًگدب

sn tn n n( )( ) 21 1 sکِ تٌبقؽ است، پ  1 tٍ لذا0   حل ّن هطبثِ است. . ثٌبثزایي . قسوت آخز را1ُ
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کدِ ثدذٍى    اسدت  090تز یب هسدبٍی  ٍ دیگزی ثیص 090یکی کوتز یب هسبٍی  ADB  ٍADCّبی  دقت کٌیذ کِ در ثیي ساٍیِ

 ی یزَُری ثب تَجِ ثِ خَاظ هزکش داد. در ایي غADC090زؼ کزد تَاى ف ی ٍ ثِ دلیل تقبرى هی کبستِ ضذى اس کلیت هسئلِ

 هحیكی دارین:

ADO ADB ADC ACO0 0
1 290 90 

کٌٌذ. ثب استذلال هطدبثِ   قكغ هی ABCی هحیكی هثلث  را رٍی دایزُ یکذیگز BO1  ٍCO2پ 

BAOتَاى ًطبى داد کِ  ثبلا هی CAO1 Oٍ ثٌبثزایي  2 AO BAC 0
2 2 60. 

OO1ًسدددجت ثدددِ   Aی  ی ًقكدددِ قزیٌدددِ Dی ًقكدددِ ( اسدددت. پددد   AD)ػوَدهٌػددد   2

ODO 0
1 2 Oلذا  60 NO 0

2 2 ِ  ایدي ٍ ثب تَجدِ ثدِ     120 ی هحیكدی   رٍی دایدزُ M  کد

ABC  قزار داردOMO 0
2 2 ِ  چْدبر دّذ کِ  است ٍ ایي ًتیجِ هی 60 O ی ًقكد N M, ,1 ٍ

O2 ُی قددزار دارًددذ. اس قزفددی   رٍی یددک دایددزO N O N2 ی  سددبس ساٍیددِ ًددین MNپدد   2

OMO BMC2 در  BCاس ٍسف کودبى   BMCی  سبس ساٍیِ داًین کِ ًین است. هی 2

  ی ثبثت است. گذرد کِ یک ًقكِ هی ABC ی هحیكی هثلث دایزُ
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فزؼ کٌیذ 
r

d d d...1 rّبی ظبّز ضذُ در ثیي ایي سیبرای ثبضٌذ. ثِ ثزّبى خل  فزؼ کٌیذ کِ  ی فبغلِ ّوِ 2 78 

ّبی  ي ستبرُ ٍ ضؼبعش ایدزکدّبی ه اًتخبة کٌیذ ٍ کزُ دلخَاُ ثِّبی فؿب را  یکی اس ستبرُ
r

d d d...1  را در ًظز ثگیزیذ. قجق 2

ّدب ثبیدذ حدذاقل      اس ایدي کدزُ   کزُ ثبضٌذ. پ  قجق اغل لاًِ کجدَتزی رٍی یکدی   r ّبی دیگز ثبیذ رٍی یکی اس ا یي  اس ستبرُ ّزکذامفزؼ هب 

r

6 610 1 10 1
12821

78
اًتخبة کٌیدذ.   خَاُدلّبی رٍی آى را ثِ  ستبرُ ثبضذ. حبل تٌْب ایي کزُ را در ًظز ثگیزیذ ٍ یکی اس ستبرُ

ّبی  کزُ ثب ضؼبع ی جذیذ  هجذداً ثِ هزکش ایي ستبرُ
r

d d d...1 ای کدِ   ّبی آسدوبى غیدز اس سدتبرُ    در ًظز ثگیزیذ. توبم ستبرُ 2

ای کِ رٍی  ستبرُ 12821ّب ثبضذ کِ اس ثیي  کزُ قزار دارًذ، پ  ثبیذ قجق اغل لاًِ کجَتزی یکی اس ایي کزُ ّبست رٍی ایي  هزکش ایي کزُ

ی اٍل قزار داضتٌذ ضبهل حذاقل  کزُ
r

12820 12820
165

78
 غیزستبرُ رٍی دٍ کزُ  165ب ثبضذ. حبل دقت کٌیذ کِ ایي ّ تب اس ستبرُ 

ستبرُ را در ًظز ثگیزیذ. اگز یکی اس ایدي   165تٌْب ایي  درًْبیتی است ثبضٌذ.  ّب کِ یک دایزُ ، پ  ثبیذ رٍی اضتزاک آىاًذ قزارگزفتِ هزکش ّن

iاًتخبة کٌین ثزای ّز   دلخَاُتب را ثِ 165 r1 ی ثبقی ستبرُ 164ذاکثز دٍ ستبرُ اس ثیي ح   ِ ی  هبًدذُ دارای فبغدل
i
d    ُثدب ایدي سدتبر ،

2ی ثبیذ حذاکثز  ّب رٍی ایي دایزُ ّستٌذ. پ  تؼذاد ایي ستبرُ 78 1 دّدذ کدِ    ًیست. ایي تٌدبقؽ ًطدبى هدی    قَر ایيثبضذ کِ 157

 دٍی ایي یک هیلیَى سیبرُ ٍجَد دارد.  ػذد هتوبیش در ثیي فَاغل دٍثِ 79ٍ حذاقل ی هب اضتجبُ است  فزؼ اٍلیِ
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nکٌین کِ اگز حذاقل  اثتذا ثِ استقزا ثبثت هی داضتِ ثبضین ٍ حزکبی هجبس هب ایدي ثبضدذ کدِ اگدز در      n1هْزُ در یک جذٍل  12

 تَاًین وت راستص قزار دّین، هیدی سِ دی در خبً ٌین ٍ یک هْزُی اس آى خبرج ک ی قزار داضت ثتَاًین دٍ هْزُ یک هْزُای ثیص اس  خبًِ

nی سوت راست ثزسبًین. ایي حکن ثزای  ای را ثِ آخزیي خبًِ ّب در ًْبیت هْزُ جبیی هْزُ ثب جبثِ ثذیْی است. حبل فدزؼ کٌیدذ حکدن     1

)k  ی در یک جذٍل هْزُ k2درست ثبضذ ٍ هب  kثزای  )1 ی سوت راست ثبضذ، چیشی ثزای  ای در آخزیي خبًِ دارین. اگز اس اثتذا هْزُ 1

قزار دارًدذ ٍ ثدِ    k1ی را کِ ّوگی در یک جذٍل  هْزُ k2ی خبلی ثبضذ. حبل  ن کِ ایي خبًِکٌی هبًذ. پ  فزؼ هی ثبثت کزدى ثبقی ًوی

kدٍ دستِ  ِ  ّب در ّز دستِ یک هْزُ جبیی هْزُ تَاى ثب جبثِ کٌین. حبل قجق فزؼ استقزا هی تبیی تقسین هی 12 ی دٍم اس سدوت   ی را ثِ خبًد

ِ   تَاى یدک هْدزُ   ی هی رسذ ٍ ثب استفبدُ اس ایي دٍ هْزُ ی هی ی ثِ ایي خبًِ راست رسبًذ. پ  در ًْبیت حذاقل دٍ هْزُ ی سدوت   ی را ثدِ خبًد

 راست ثزد.

 رٍین.  ی اغلی هی سزاؽ هسئلِ حبل ثِ

nکٌین. ثبس ّن حبلت  ی اغلی را ّن ضجیِ ثِ ثبلا ثِ کوک استقزا ثبثت هی حکن هسئلِ ثِ سبدگی قبثل ثزرسی است. حبل فزؼ کٌیذ کِ  1

kثزقزار ثبضذ ٍ هب  kحکن ثزای  )kی در یک جذٍل ُ هْز 12 )2 ی ثدبلا سدوت    ای در خبًِ داضتِ ثبضین. هطبثِ ثبلا اگز در اثتذا هْزُ 1

تدَاى دٍ   ی پبییي سوت راست ثبضدذ هدی   ی در خبًِ هبًذ. ایي ثبر اگز حذاقل دٍ هْزُ ای( ثبضذ چیشی ثزای اثجبی ثبقی ًوی ی ستبرُ راست )خبًِ

ِ      ی ثبلا راست هٌتقل کزد کِ ثبس هسئلِ ی ثِ خبًِ داضت ٍ یک هْزُی ثز ی اس یي خبًِ هْزُ ی  ی حل است. پ  ثبیدذ فدزؼ کٌدین کدِ در خبًد

 کٌین. ی را ثِ دٍ حبلت تقسین هی ی هسئلِ ّبی ایي خبًِ حست تؼذاد هْزُی قزار دارد. حبل ثز کثز یک هْزُپبییي راست حذا

kی  ای ًجبضذ، ّوِ ی پبییي راست هْزُ اگز در خبًِ kقزار دارًذ. حبل اگز هطبثِ ثدبلا   k2ی در یک جذٍل  هْزُ 12 ی را ثدِ دٍ   هْدزُ  12

ِ   ی هْدزُ  یکّب  اس ایي دستِ ّزکذامتَاى ثب  فزؼ استقزا هیخَاُ تقسین کٌین، قجق  تبیی ثِ دلk2دستِ  ی دٍم اس سدوت راسدت اس    را ثدِ خبًد

 رسبًذ. هَردًظزی  ی را ثِ خبًِ تَاى یک هْزُ ی هی ردی  ثبلایی رسبًذ. حبل ثب استفبدُ اس ایي دٍ هْزُ

kداضتِ ثبضذ،  قزاری  ی پبییي سوت راست یک هْزُ اگز در خبًِ 12 ی جذٍل قزار دارًذ. پ  قجق اغل لاًِ کجَتزی یدب    ی در ثقیِ هْزُ 1
k2ی هَرد ًظز رسبًذ ٍ یب  ی را ثِ خبًِ تَاى یک هْزُ حل هیُ  در ردی  ثبلایی قزار دارد کِ قجق استذلال قسوت اٍل راk2  ُی در ردید    هْدز

ی دیگدز ثدِ    تدَاى یدک هْدزُ    حل ثبثت ضذ هدی   ثبس ثب استفبدُ حکوی کِ در اثتذای راُ ایٌجبی سوت راست آى قزار دارد. در  غیز اس خبًِپبییٌی 

ی  تَاى یک هْدزُ  ی هی گیزد ٍ حبل ثب استفبدُ اس ایي دٍ هْزُ ی قزار هی ی در ایي خبًِ هْزُ 2ی پبییي راست اؾبفِ کزد کِ در ایي غَری  خبًِ

 ی ثبلا راست رسبًذ.  ثِ خبًِرا 

 

r

k
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BCYاست،  پ  XYی ٍ لذا ػوَدهٌػ   قكز دایزُ BCحل اٍل. دقت کٌیذ کِ  راُ BCX   ٍYBC XBC. 

KBC ِبکدجداسآً BCY BCK BK CY, بٌثزای BKي دٍ ث KCن یٌي .ّ  XPKچ XYC YXC 

KXٍ لذا  KP .ِاسآًجبک KCPM الاؾلاع است،  هتَاسیKP CM   اس قزف دیگدز .BKX MCK    لدذا دٍ هثلدث ٍ

XKB  ٍCMK اسآًجبکًِْطت ّستٌذ.  ّن  BC ُی است،  قكز دایزBXC  KMCًْطتی ایي دٍ هثلث  ٍ ثب تَجِ ثِ ّن 090

KMقبئوِ است ٍ  YC .ثبس ثب تَجِ ثِ هَاسی ثَدى  درًْبیتPB  ٍCY  ضَد. ثبثت هی هَردًظزحکن 

 

 

 

 

 

 

 

ِ  راُ ِ  کٌدددین، یؼٌدددی ًطدددبى هدددی  ی کدددبرًَ اسدددتفبدُ هدددی حدددل دٍم: ثدددزای اثجدددبی حکدددن اس قؿدددی ی  دّدددین تحدددت ضدددزایف هسدددئل

BM PM BK PK2 2 2 BYMی  الشاٍیِ . قجق قؿیِ فیثبغَرس در هثلث قبئن2 BM BY YM, 2 2 دقت کٌیدذ کدِ    2

PM XC لذا ٍYPM YXM CYP پ  هثلثPMY  السبقیي است ٍ  هتسبٍیPM MYُحل اٍل ّدن   . در را

KPًطبى دادین کِ  XK  ٍBK KC  .ی فیثبغَرس در هثلث   ثب تزکیت ایي رٍاثف ٍ استفبدُ اس قؿیِ درًْبیتBXK:دارین 

BM PM BY YM YM BY BX BK KX BK KP( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
 خَاستین ثبثت کٌین. کِ ّوبى چیشی است کِ هی
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fیک است. اگز   ثِ تبثؼی یک fدّین  اثتذا ًطبى هی f b( ) ( yثبضذ، ثب قزار دادى ( ٍ ثدبر    جبیگذاری ثبر یکدر هؼبدلِ ٍ  1

 دارین:x جبی ثِ bدیگز

f f f f f b
b b b

bb f f b b f f b f

( ) ( ( )) ( ( )) ( ))
... ( )( )

( ) ( ( )) ( ( )) ( ))

2 2 2

2

1 1
0

1 11 1
 

bدر ًتیجِ  bٍ   کِ ایيحبل ثب تَجِ ثِ  b  گیزم  هثجت است، ًتیجِ هیb یک است. اگز ثزای یدک   ثِ ٍ ثٌبثزایي تبثغ یک

x y ،x جبی ثِدر راثكِ اغلی  1 x2 :قزار دّین خَاّین داضت 

x x x f f x x x x f f x f x x

f f x x x f f x f x x

f x x x f x f x x

f x x x f x x

( ( )) ( ( )( )) ( ( ) ( ))

( ( )( )) ( ( ) ( ))

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

2 21

 

xی دٍم  ی درجِ استفبدُ ضذُ است. در ًْبیت دقت کٌیذ کِ هؼبدلِ fیکی تبثغ  ثِ در خف دٍم ثِ سَم اس یک x2 ی حقیقدی   دٍ ریطِ 1

)f در هؼبدلِ آخز ثِ  xثٌبهین، ثب قزار دادى  تز اس یک است. حبل اگز ایي ریطِ را  ّب ثشرگ دارد کِ یکی اس آى )1 رسین کِ ثب  هی 0

 هثجت ّستٌذ تٌبقؽ دارد. پ  چٌیي تبثؼی اغلاً ٍجَد ًذارد.  Fهقبدیز  کِ ایيفزؼ 

 


